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　概要　著者らの先の研究では，2次元接着モデルを解析することで，接着強度がその特異応力場の強さ（以下 ISSF (Intensity 






Our previous study showed that adhesive strength can be expressed as a constant value of the intensity 
of singular stress field (ISSF) by using two-dimensional modelling. In this paper, by considering the three-
dimensional (3D) geometry, the mesh-independent technique proposed in our previous study is applied to 
evaluate the ISSF distributions along the side of a butt-joint interface. The results show that the critical 
ISSF distributions are almost the same and are independent of the adhesive thickness. The validity of the 
2D modelling is confirmed through the present analysis. 
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Nomenclature
Ej 縦弾性係数（j = 1は被着材，j = 2は接着剤） r 特異点からの距離
e
min 最小メッシュサイズ W 試験片の幅
FREFσ 基準問題における無次元化された特異応力場の強さ (ISSF) α, β Dundursの複合パラメータ
FSideσ 接着界面端における無次元化された ISSF λ 特異性指数
Gj 横弾性係数（j = 1は被着材，j = 2は接着剤） σ c 破断応力
h 接着層厚さ σ zFEM 有限要素法により求めた応力（FEM応力）
ISSF 特異応力場の強さ (Intensity of singular stress field) σ zReal 真の応力
K cσ 破断時の ISSF σ zREF 基準問題における応力
K Dσ
2 平面ひずみ問題における ISSF σ zSide 3次元突合せ継手の接着界面端における応力
KREFσ 基準問題における ISSF σ z∞ 遠方における z方向垂直応力














度との関係を検討するため，炭素鋼 S35C（縦弾性係数E1 = 
210 GPa，ポアソン比 ν 1 = 0.3）をエポキシ系接着剤（縦弾
性係数 E2 = 3.14 GPa，ポアソン比 ν 2 = 0.37）で接着した試
験片の破断時の ISSF（記号 K cσ で表す）を求めた
13),14)。







うな試験片の接着接合界面端部（Fig. 2における x  = W/2，
y  = W/2，W：試験片の幅）に沿って特異応力が生じてい
るだけでなく，試験片のコーナー部 ( x , y ) = (W/2, W/2) 
においてより厳しい特異応力場が発生することが知られて
Fig. 1 Adhesive strength for S35C/Epoxy resin expressed as a constant 
critical ISSF Kσc by using 2D model with W = 12.7 mm





Fig. 1 Adhesive strength for S35C / Epoxy resin expressed as a constant critical ISSF  by using 2D model 




(a) Full model (b) Fracture surface when h = 0.1 mm in Fig. 2(a) 
  
(c) 1/8 model (d) Detail of 1/8 model 
Fig. 2 3D butt joint 
 =  
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いる 16)。Suzukiらは，Fig. 2(a)に示すような 3次元突合わ












2. 有限要素法によって求めた 3 次元形状を考慮した
試験片接着界面の応力分布について
　本研究では，Fig. 3の Suzukiら 17),18)の試験片を対象とし
て，有限要素法 (Finite Element Method, FEM)を用いた数値
解析によって特異応力場の強さ ISSFの分布（記号 K ycSideσ ( )
で表す）と接着強度との関係を検討する。まず Table 1にそ
の被着材および接着剤の機械的性質と後述する Dundurs 











た，解析モデルは Fig. 2(c), (d)に示すような 1/8モデルで
解析を行っている。
　はじめに，FEMで求めた 3次元突合せ継手の界面の応力
分布を示す。Fig. 5は対称性を考慮して Fig. 2の x < 0，y < 
0の部分に注目した 1/4モデルにおける 3次元接着接合柱
の接着界面 ( z  = h/2)での応力分布である。ここでは遠方
での引張応力σ z∞ = 1 MPa，h/W = 0.1であり，Fig. 5(a)は最
小メッシュサイズ emin = 0.050 mm，Fig. 5(b)は emin = 0.025 
mmでその他の条件は同じである。Fig. 5(c)は Fig. 5(b)の
コーナー部における応力分布の拡大図である。Fig. 5(a)，
(b)の比較からわかるように接着界面端部 x  = W/2および
Fig. 3 Critical remote tensile stress σc for 3D butt joint with W = 12.7 
mm obtained by Suzuki17),18)







Adherend S35C 210 0.30
0.969 0.199 0.685
Adhesive Epoxy resin 3.14 0.37





Fig. 3 Critical remote tensile stress  for 3D butt joint with W = 12.7 mm obtained by Suzuki13), 14) 
 
 
Fig. 4 Analysis model  
 
 
(b) Coarsely meshed model 
(a) Finely meshed submodel ( =3.13 10-4 mm) (a)  Finely meshed submodel 
(emin=3.13×10
-4 mm)
(b) Coarsely meshed model
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y  = W/2において特異応力場が発生し，FEMにより求めた
応力（これを真の応力 σ Real と区別して FEM応力 σ FEM と
記す）はメッシュに依存して異なるので正確には求められ
ない。しかし，Fig. 5からわかるように 0≤ <x y, 0.9 × W/2
の範囲では，特異応力場の影響を受けないため応力 σ z は
メッシュに依存せずσ zFEM ≅  1となり正確に求められる。す
なわち，この範囲では FEM応力は σ zFEM -1  < 0.002を満足
しており，σ σzReal zFEM≅ であるのでσ Realとσ FEM を区別する
必要はない。
　Fig. 6に接着層厚さ h/W = 0.01での接着界面端 (x = W/2, 
0 < y < W/2)における FEM応力 σ zSide FEM,� を示す。Fig. 6に
示すようにメッシュ依存性が生じており，FEM応力
σ z
Side FEM,� の値は真の応力σ zRealと一致しないのでσ zRealとσ zFEM
を区別する必要がある。接着界面端の真の応力σ zRealは常に
無限大であるが，Fig. 6の σ zFEM の値は，有限値となる。し
かし，その有限値の大小から (x, y) = (W/2, W/2) で最も厳
しい特異応力σ zRealが発生することが予想される。また，接
着界面端での FEM応力分布は 9割の部分でほぼ一定とな
り， x W/ ≥  0.45あるいは y W/ ≥ 0.45になると一度減少し
た後で急激に上昇する。接着界面端部 ( x  = W/2, y  = W/2)
だけでなく，接着界面端の真の応力は常に無限大 σ zReal → ∞
となるので，以下では，応力の代わりに ISSFに注目して，
FEMで精度良く解析する方法について説明する。
3. 3 次元突合せ継手試験片の特異応力場の強さ ISSF
の分布の解析方法とそのメッシュ非依存性
　Fig. 2に示すような 3次元接着モデルを考えると，特異
応力場の強さ ISSF（記号 K ySideσ ( )で表す
21)）は，
真の応力 σ zSide Real r y, ( , )から次式で定義される。これを記号
K ySideσ ( )で表す
21)。








次式で表される無次元値（記号 F ySideσ ( )で表す）もよく用
いられる。


























∞ -1  (2)
ここで，σ z∞ は遠方における z方向垂直応力である。式 (1)
で λ は特異性指数であり，式 (3)の特性方程式 19),20)を解く
ことによって得られる。記号α と β は Dundersの複合パラ
メータであり，被着材と接着剤のポアソン比 ν j（j = 1は被
着材，j = 2は接着剤を示す）と横弾性係数 Gjを用いて式
(4)，(5)によって定義される。α α β( )- >2  0のとき，界面端
部で真の応力 σ zReal は無限大となり，σ zReal ∝1/r1-λ (λ <1)の
特異性をもつことが知られている 19),20)。
Fig. 5 FEM stress distributions σ FEMz  (x, y) along the interface |z| = h/2 for h/W = 0.1 obtained by FEM with minimum 




(a) emin = 0.050 mm (b) emin=0.025 mm (c) Detail of x/W, y/W = 0.4~0.5 
Fig. 5 FEM stress distributions �������� �� along the interface |�| = h/2 for h/W = 0.1 obtained by FEM with 









Fig. 6 Stress distributions at x = W/2, 0 � y � W/2 (h/W=0.01) 
 




(a) emin = 0.050  (b) emin=0.025  (c) etail of x/ , y/  = 0.4~0.5 
Fig. 5 F  stress distributions ��� ��� �� along the interface |�| = h/2 for h/  = 0.1 obtained by F  ith 









Fig. 6 Stress distributions at x = /2, 0  y  /2 (h/ =0.01) 
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端部（第ゼロ節点）9)～12), 14)でなくともよい（後述の Table 
2，Table 3参照）ことから，先の解析法は第ゼロ節点法 22)
を包含する比例法 23),24)と呼ぶことができる。ここでは，
Fig. 7(b)に示すような接着板 (h/W = 1)を基準問題として，
このモデルの ISSFを体積力法を用いて精度良く求める。基
準問題 (KREFσ , �FREFσ , σ zREF FEM r, ( )) と未知問題 (K Dσ3 , F Dσ3 , 
σ z
D FEM r3 , ( ))には以下の関係が成立する（式 (6)で基準問題


















































































Side Real, ,≠  
(6)
先の研究ではこの方法を用いて Fig. 7(a)に示すような 2次
元平面ひずみモデルの特異応力場の強さ K Dσ2 を求めた
9)。
この平面ひずみモデルは Fig. 7(b)に示すような 3次元モデ
ルの一方向の変位を固定したモデルに相当しており，FEM
解析でも Fig. 7(a)の問題と Fig. 7(b)の問題の解の結果は一
致する。そこで，本研究では 3次元モデルで y方向変位を
拘束して平面ひずみ問題の解 K Dσ2 (Fig. 7(b))を求め基準問題
の解とする。
Table 2. Mesh independent analysis in Fig. 2
y/W
Smallest mesh size emin = 3.13 × 10
-4 mm 
around the edge
Smallest mesh size emin = 7.81 × 10
-5 mm 
around the edge


















































0.000 3.282 13.006 0.252 4.941 19.540 0.253
0.053 3.282 12.991 0.253 4.939 19.513 0.253
0.105 3.283 12.978 0.253 4.939 19.498 0.253
0.158 3.284 12.956 0.253 4.941 19.471 0.254
0.211 3.285 12.931 0.254 4.942 19.418 0.255
0.263 3.287 12.908 0.255 4.945 19.390 0.255
0.316 3.290 12.900 0.255 4.950 19.382 0.255
0.368 3.294 12.944 0.254 4.957 19.444 0.255
0.421 3.303 13.129 0.252 4.970 19.718 0.252
0.447 3.311 13.374 0.248 4.982 20.082 0.248
0.474 3.302 13.933 0.237 4.968 20.931 0.237
0.500 4.483 31.002 0.145 7.538 52.086 0.145
Table 3. Mesh independent ISSF ratio distribution
when K h W
D
σ , / =1
2  = 0.413 MPa・m0.315 with σ z∞  = σ  = 1 MPa, W = 1 mm
y/W
emin = 3.13 × 10

































































σ , / .=0 01
0.000 0.252 0.866 0.090 0.253 0.865 0.090
0.053 0.253 0.865 0.091 0.253 0.863 0.090
0.105 0.253 0.864 0.091 0.253 0.863 0.091
0.158 0.253 0.862 0.090 0.254 0.862 0.090
0.211 0.254 0.861 0.091 0.255 0.859 0.090
0.263 0.254 0.859 0.091 0.255 0.858 0.090
0.316 0.255 0.859 0.091 0.255 0.858 0.090
0.368 0.255 0.862 0.091 0.255 0.860 0.091
0.421 0.252 0.874 0.091 0.252 0.872 0.091
0.447 0.248 0.890 0.092 0.248 0.889 0.091
0.474 0.237 0.927 0.091 0.237 0.926 0.091
0.500 0.145 → ∞ → ∞ 0.145 → ∞ → ∞
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　Table 2に接着層厚さ h/W = 1と h/W = 0.01の場合の接合
界面端部でのFEM応力を示す。Table 2に示すように，FEM
応力σ z h WSide FEM, / ., =0 01，σ z h WSide, / , =1FEMはメッシュサイズに依存して大きく







　Fig. 8に Table 2と同様にして求めた接着層厚さ hの試験




め，y方向の変位を拘束し，平面ひずみ ε y = 0とした 3次
元モデルにおける ISSFを示す。Fig. 9に示すように ε y = 0
の場合では ISSFは yに依らず常に一定の値を示すことがわ
かる。この 3次元モデルで ε y  = 0とした平面ひずみの解は
Fig. 7(a)に示すような 2次元モデルの結果 9)～12),14)と一致す
る。2次元接着接合板 h/W = 1の結果は体積力法によって得
られており，実質上の厳密解として基準問題の解として用
Fig. 7 Plane strain problem for 3D butt joint
 
  
(a) Plane strain 2D butt joint   (b) Plane strain model for 3D butt joint 
Fig. 7 Plane strain problem for 3D butt joint 
= 
Fig. 8 ISSF ratio of K 3Dσ (y)/K 
3D
σ (y)|h/W=1
Fig. 9 ISSF ratio of K 2Dσ (y)/K 
2D
σ (y)|h/W=1




4. 3 次元突合せ継手試験片の特異応力場の強さ ISSF
の分布
　前 節 の Table 2に 示 し た よ う に FEM応 力 比








/= =0 01 1
FEM は FEMメッシュに依存せず，界面端の
すべての範囲（ x W/ ≤  0.5および y W/ ≤ 0.5）で 3桁の精
度がある。よって，式 (6)に示すように特異応力場の強さ
ISSFの比 K Kh WSide h WSideσ σ, / . , //= =0 01 1とみなし得る。よって，これ
を Table 3に ISSFの比として示す。
　Table 3にはy方向変位を拘束した 2次元接着接合板h/W = 
1の解を基準問題とした ISSFの比 K y KSide Dσ σ( ) / 2 も併せて示
す。コーナー部 (y = W/2)では大きな特異性指数の異なる
別の特異応力場が発生するため，ISSFの比 K y KSide Dσ σ( ) / 2 は
無限大に発散するが，コーナー部以外 y < W/2では 3桁の
解析精度がある。2次元接着接合板の ISSF値は，�σ z∞ = σ  = 
1 MPa, W = 1 mmのとき，K h WDσ , / =12  = 0.413 MPa・m
0.315であ
る。この結果を用いて ISSFの分布 K ySideσ ( )を求め Table 3に
K h W
Side
σ , / .=0 01の値として示す。y = W/2では K Kh WSide h WSideσ σ, / . , //= =0 01 1
および K h WDσ , / =12 は有限値であるので，K Kh WSide h WDσ σ, / , //= =1 12 が無
限大に発散することで K h WSideσ , / .=0 01は無限大に発散する。





　Fig. 11に破断時の ISSFの分布を示す。Fig. 11は Fig. 3 の
Suzuki17),18)の接着強度の実験値 σ c と Fig. 10から式 (7)よ
り求めたものである。
K y F y Wc
Side Side
cσ σ
λσ( ) ( )= ⋅ -1  (7)
　Fig. 11の ISSFは h/Wに依存せず大部分の範囲 y/W = 0～
0.4ででほぼ一定であるが，この一定値は，Fig. 1に示し
た 2次元モデルによって得られた値（K cσ  = 1.04 ± 0.0643 
MPa・m0.315）と一致する。Fig. 11の ISSFはコーナー部
y/W = 0.5で発散するため，Fig. 12に破断時の ISSFの比の
分布と h/W = 1の結果の比でまとめたものを示す。ISSFの
比は，y/W = 0～0.5で接着層厚さに関係なく一つに纏まっ
ている。なお，y/W = 0.4～0.5の範囲ではやや ISSFの分布
値に幅が見られるが，Fig. 11(b) に示すようにy/W ≦ 0.4994
では Table 2，Table 3 に示すように結果は，FEMメッシュ
に依存しない。よって，解析上の誤差は極めて小さく正し
い値が求められていると考えられる。




Fig. 9 ISSF ratio of �������/ ��������� �⁄ ��  
 
  
(a) ISSF distributions of 3D butt joint  
(b) Detail of y/W = 0.49 ~ 0.50  
when h/W = 0.01 
(c) Detail of y/W = 0.49 ~ 0.50 
when h/W = 1 
Fig. 10 ISSF distribution of 3D butt joint when ��� = 1 MPa 
 
  
(a) Critical ISSF distribution (b) Detail of y/W = 0.49~0.50 when h/W=0.1 and 0.01 





��������� � ���������� � ������� ����




Fig. 9 ISSF ratio of �������/ ��������� �⁄ ��  
 
  
(a) ISSF distributions of 3D butt joint  
(b) Detail of y/W = 0.49 ~ 0.50  
when h/W = 0.01 
(c) Detail of y/W = 0.49 ~ 0.50 
when h/W = 1 
Fig. 10 ISSF distribution of 3D butt join  when ��� = 1 MPa 
 
  
(a) Critical ISSF distribution (b) Detail of y/W = 0.49~0.50 when h/W=0.1 and 0.01 





��������� � ���������� � ������� ����
8 エレクトロニクス実装学会誌　Vol. 21 No. 4 (2018)
論
文
5. 2 次元接着モデル解析で得られた ISSFによる接着
強度評価の妥当性




散するのは，この角度依存関数が y/W = 0.5で無限大に発
散するためである 25)。Fig. 11では ISSFはコーナー部に近
付くと，急激に上昇している。実際，Fig. 2 (b) に示す破面








　Fig. 13は σ z∞ = σ  = 一定の下での ISSFを h/W = 1の ISSF
を基準として示す。ここでは，特にコーナー部 (x, y) = (W/2, 




よらず常に中心部のほうが大きい。h/W = 1の ISSFを基準
とする ISSF比は，2つの接着界面 z = ±h/2の ISSFの干渉
の程度を表す。すなわち，その干渉効果はコーナー部にお
いてより顕著に生じ，基準となる h/W = 1の ISSFからのよ
り大きな減少として生じる。
　Fig. 14に破断時の ISSFの比を h/W = 1の ISSFを基準と
して示す。Fig. 14は Fig. 3 の Suzuki17),18)の接着強度の実験
値 σ c と Fig. 10から求めたものである。ここでも接着界面
のコーナー部の ISSF比 K W K WSide h WSideσ σ( / ) / ( / ), /2 21= に注目して
おり，接着界面端の中央部の ISSF比 K KSide h WSideσ σ( ) / ( ), /0 01= と
比較して示している。Fig. 14よりコーナー部 y/W = 0.5に





Fig. 12 Critical ISSF ratio distribution K Sideσc (y)/K 
Side
σc (y)|h/W=1 when σ ∞z  = σc 
Fig. 13 ISSF ratio  K Sideσ (y)/K 
Side
σ,h/W=1 (y) focusing on the points at (x, y) = (W/2, 0) 
and (x, y) = (W/2, W/2)





時のコーナー部の ISSF K WcSideσ ( )/2 を中央部の ISSF K cSideσ ( )0





　Fig. 16に Fig. 15に示した試験片の中央部とコーナー部で
の破断時の ISSFの平均値から，逆に破断応力を求めたもの






























Fig. 14 Critical ISSF ratio focusing on the points (x, y) = (W/2, 0) and (x, y) = (W/2, 
W/2)
Fig. 15 Critical ISSF focusing on the points (x, y) = (W/2, 0) 
and (x, y) = (W/2, W/2)
Fig. 16 Critical tensile stress σc obtained from K 
Side
σc (0) and 
K Sideσc (W/2)







ISSFと，3次元試験片の通常の引張りにおける ε y ≠ 
0の ISSFを比べると，通常の引張りの ISSFは試験
片の接着界面端の中央から約 90%の範囲で一定とな
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　陳，西谷 21)や野田 9)～12),14)らは Fig. 7(a)のような 2次元
平面ひずみモデルの特異応力場の強さ ISSFについて，体積
力法を用いて精度良く解析した。ここでは，特異応力場が
生じる λ < 1 (Bad pair)の範囲だけでなく特異応力場が生じ
ない材料の組み合わせ λ > 1 (Good pair)についても解析を
行い，結果を Table A1と Fig. A1に示す。Table A1と Fig. 
Table A1. Fσ  at interface corner point in bonded plate
βα -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
-1.00 0.540 0.446 0.395 0.357 0.332 ― ― ― ―
-0.95 0.643 0.491 0.422 0.381 0.349 ― ― ― ―
-0.90 0.726 0.534 0.456 0.412 0.381 ― ― ― ―
-0.80 1.000 0.636 0.538 0.487 0.450 ― ― ― ―
-0.70 1.855 0.800 0.626 0.558 0.486 ― ― ― ―
-0.60 3.291 1.000 0.724 0.638 0.559 0.505 ― ― ―
-0.50 ― 1.264 0.842 0.722 0.635 0.551 ― ― ―
-0.40 ― 1.467 1.000 0.822 0.718 0.615 ― ― ―
-0.30 ― 1.609 1.118 0.913 0.796 0.697 ― ― ―
-0.20 ― 1.690 1.153 1.000 0.889 0.797 0.404 ― ―
-0.10 ― ― 1.103 1.037 0.955 0.890 0.767 ― ―
0.00 ― ― 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 ― ―
0.10 ― ― 0.767 0.890 0.955 1.037 1.103 ― ―
0.20 ― ― 0.404 0.797 0.889 1.000 1.153 1.690 ―
0.30 ― ― ― 0.697 0.796 0.913 1.118 1.609 ―
0.40 ― ― ― 0.615 0.718 0.822 1.000 1.467 ―
0.50 ― ― ― 0.551 0.635 0.722 0.842 1.264 ―
0.60 ― ― ― 0.505 0.559 0.638 0.724 1.000 3.291
0.70 ― ― ― ― 0.486 0.558 0.626 0.800 1.855
0.80 ― ― ― ― 0.450 0.487 0.538 0.636 1.000
0.90 ― ― ― ― 0.381 0.412 0.456 0.534 0.726
0.95 ― ― ― ― 0.349 0.381 0.422 0.491 0.643
1.00 ― ― ― ― 0.332 0.357 0.395 0.446 0.540
＊ In bold frame line: Bad pair and Equal pair
When λ < 1(Bwad pair), Fσ  < 1   When λ  = 1 (Equal pair), Fσ  = 1　　When λ < 1 (Good pair), Fσ  > 1
Fig. A1 Fσ for bonded plate
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A1は h/W ≥ 1の場合に相当する。Fig. A1には特異性指数
λ > 1となるF K WD Dσ σ λσ2 2 1= -/( )の範囲もあわせて示してい
る。接着剤による接合界面端部の応力分布は，FEMでは直
接求めることができないが，寸法の異なる接着接合板の
ISSFの比ならば FEMで求めることができるので，どちら
かの ISSFが既知であれば，求めたい問題の ISSFについて
知ることができる。
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